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储量不确定对可耗竭资源优化开采的影响研究

葛世龙 ,周德群 ,陈洪涛

(南京航空航天大学经济与管理学院 ,江苏 南京 210016)

摘　要 :回采率是储量不确定的重要参数之一。利用回采率提高的概率、调整次数及调整幅度描述回采率不确定 ,

给出回采率的调整方法 ,进而确定了有效可采储量 ,然后利用最优控制理论建立了可耗竭资源最优开采模型 ,确定

了资源最优开采路径、影子价格和耗竭时间。结果表明 :提高回采率 ,能增加企业资源供给量 ,延长采区的服务年

限 ;回采率提高的越多 ,需要调整的次数也越多 ,回采率提高的概率较高时 ,相应调整次数可以减少些 ;在理论上验

证了当前提高回采率政策的有效性。
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1　引言

资源储量是一个动态概念 ,因技术、人类认知能

力和水平、勘探、开采、培育和改造等能力的变化而

变化 ,也与特定时期的经济能力有关。

资源耗竭理论最早可追溯到 1931年 Hotelling

的奠基性文献 ,但其理论应用受到许多限制 ,在于其

结论是基于严格的假设条件获得的 ,而现实中存在

着众多的不确定性 ,储量不确定是其中之一。储量

不确定主要包括储量大小及其分布不确定 ,以及资

源品位的变化。在研究储量大小及其分布不确定方

面 ,学者们往往通过假定某种概率分别进行分析 ,并

考虑勘探活动和开采活动的影响。此类问题最早是

由 Kemp 提出的。Loury (1978)通过假定储量的概

率分析 ,进而结合开采活动获得的信息修正概率分

布 ,研究了资源优化开采问题[1 ]。Gilbert (1979)认

为资源储量是一组大小递增的储量序列组成 ,并给

出相应的初始概率 ,根据资源开采对概率进行

Bayes修正 ,讨论了资源的优化开采及勘探活动获

得信息的价值[2 ]。Pindyck (1980)认为可采储量可

能增加 ,也可能减少 ,利用随机过程描述了储量不确

定 ,对勘探活动的两种功能 ,即增加储量和减少不确

定性 ,进行分别讨论 ,拓展了资源优化开采研究[3 ]。

Martin & Sparrow (1985)注意到勘探和开采活动

是相关性 ,利用计算机模拟勘探活动 ,通过获得的信

息修正矿藏的特征参数及其主观概率分布 ,进而利

用随机优化模型研究资源的优化开采[4 ]。Epaulard

& Pommeret (2003)在回归效用函数中引入了跨期

替代弹性系数和风险厌恶系数 ,分析了储量不确定

和技术进步不确定的资源跨期均衡模型[ 5 ]。Kumar

(2002 ,2005)分别从离散和连续两个角度研究了储

量大小不确定时资源的优化规划问题[6 ,7 ]。在资源

品位研究方面 ,不仅涉及资源品位、质量 ,还涉及资

源开采顺序问题。当地理位置优越和高品位的资源

不断耗尽时 ,人们转向诸如海底和地层深处的地理

位置不好和低品位的资源 ,或积极勘探新的资源 ,从

而保证资源的持续供应。随着资源价格的不断提

高 ,使得许多低品位资源具有经济价值 ,而得到开

采。Krautkraemer (1988)分析了资源价格对边界品

位的影响[8 ]。Shinkuma & Nishiyama (2000)发现

当矿石质量是无序分布时 ,矿石价格提高会降低边

界品位 ;当矿石质量按序分布时 ,开采规则是反的 ,

并得到铜矿的实证支持[9 ]。Marvasti (2000)把海洋

资源作为陆地资源的替代资源 ,认为资源质量及储

量大小会影响成本函数 ,海洋资源是高质量的资源 ,

是一种新的储量不确定 ,进而研究了资源优化开采

和勘探策略[10 ]。资源开采顺序是解决资源不同品

位和不同资源间的优化开采问题 , Kemp & Long



(2007)研究了储量大小不确定的优化开采顺序问

题[11 ]。国外文献很少关注开采行为对储量不确定

的影响 , Gowdy & J uliá(2007)分析了回采技术提

高对石油耗竭行为的影响 ,通过实证表明回采技术

提高加快了资源的耗竭[12 ]。

在国内 ,资源耗竭理论的研究相对落后 ,尤其缺

少储量不确定下资源的最优开采的研究。近年来 ,

经济快速发展带动了资源的需求 ,资源价格又持续

上涨 ,加快了资源的开采 ,还出现了“挑肥拣瘦”,即

采厚弃薄 ,采易弃难 ,不仅缩短矿山服务年限 ,而且

还造成资源的严重浪费和破坏。我国资源回采率普

遍较低 ,例如煤炭资源的平均回采率为 40 % ,而世

界的平均水平为 60 %～70 %。提高回采率也是近

年来讨论的热点话题 ,任一鑫等 (2006)研究了回采

率与费用间存在的规律性 ,研究表明费用曲线呈 U

型[13 ]。刘新梅等 (2008)研究了提高煤炭资源总回

采率的税费征收方式[14 ]。他们的研究为政府干预

资源开采行为提供依据。李英德等 (2008)就煤炭最

佳回采率的经济性展开研究 ,认为提高回采率需要

调整成本 ,包括生态环境成本和追加投入成本[15 ]。

这些研究没有对资源开采进行讨论。

综上 ,本文给出了回采率的调整方法 ,进而确定

有效可采储量 ,研究了储量不确定问题。建立了资

源最优开采模型 ,讨论各参数对资源最优开采的影

响。

2　资源最优开采模型的建立

211　变量说明

n、Δ、p分别表示回采率的调整次数、调整幅度

和调整概率。δi ( i = 0 ,1 , ⋯, n )表示经过 i次调整

的回采率 ; S0 , S e0 , X t , S et 分别表示资源采区的工

业储量、有效可采储量、t时刻资源的开采量和 t 时

刻资源的有效剩余储量 ; Qt、Pt、Ct ( X t ) 、πt 分别表

示 t时刻资源需求量、资源价格、成本函数和利润函

数 ; a , b是成本函数中的系数 ,为分析方便 ,取 b = 0

(在推导最优开采路径中 ,固定成本不起作用) ; c是

需求函数的系数 ,通过标准化使 c = 1 ; T表示采区

的规划时间或资源的耗竭时间 , S T为对应于资源耗

竭的储量 ,文中取为 0 ; r为社会贴现率 ,设为不变。

212　基本假设

Kneese , Sweeney (1993)在文献 [ 16 ]中给出可

耗竭资源的数学定义 ,满足可耗竭性的条件为 :①资

源储量因资源开采而逐渐减少 ;②储量只减不增 ;③

储量减少的速率是资源开采速率的单增函数 ; ④最

终资源储量会变为零。在此基础上 ,可写出资源耗

竭的基本限制条件 :

ÛS et = - X t

S et ≥0 , S T = 0
(1)

资源最优开采还取决于资源市场中的各种因

素 ,如价格、需求量和市场结构等 ,文中还作如下假

设 :

假设 1 :市场出清。即企业开采出来的资源均

投入市场 ,当市场出清时 ,所有企业提供的资源量等

于市场需求量 ,即 :

X t = Qt (2)

可耗竭资源是经济发展的必要投入要素 (如能

源资源 ,煤、石油等) ,在经济快速发展时 ,尤其是当

需求大于供给时 ,该条件是合适的。该条件在有些

情形下并不成立 ,如运输能力的限制、因生产连续性

而保有库存量等 ,这些将在结果讨论中给以说明。

假设 2 :成本函数与时间 t和开采量 X t有关 ,且

具有弱凸性 ,即 5 Ct

5 X t
> 0 ,

52 Ct

5 X2
t
≥0。根据这些要求 ,

可选取二次成本函数进行研究 :

Ct ( X t ) =
aX 2

t

2
+ b (3)

可耗竭资源一般为地下资源 ,随着资源不断开

采难度也加大 ,提高了开采成本 ,如深层煤炭比地表

煤炭开采成本高 ,石油、铁矿石等也类似。此外 ,资

源品位随开采而降低 ,提高了单位开采成本。开采

成本函数一直是资源耗竭理论和实证研究的重要问

题 ,它与开采量的关系也不尽一致。

假设 3 :企业是价格接受者。并设定需求函数

具有凹性 ,即 dQ t / d P t < 0。为研究方便 ,文中取线

性形式 :

Qt = c( P - Pt ) (4)

价格接受者是因为国内企业对资源价格没有控

制力 ,往往要看国际价格的变化 ,而且政府经常会干

预与管制资源价格。需求函数的设定是根据价格是

由市场决定考虑的 ,而且当 Pt 高于价格上限 P 时 ,

消费者对资源的消费需求就减少为零 ,此时资源开

采和消费都停止 ,需求退出了市场 ,资源将被其替代

品所替代 ;当 Pt 低于价格下限 P 时 ,生产者将无利

可图而停止开采。

假设 4 :文中涉及的函数均为连续、可导。

213　有效可采储量

回采率是指资源采出量占采矿范围内工业储量

的百分比 ,它是衡量一个资源企业内部的管理水平
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高低 ,资源利用好坏的重要的技术经济指标。

在实际工作中 ,为了监督和管理企业的合理开

采资源 ,是以矿井为单位进行核算 ,且是以固定周期

(如年、月)进行计算。回采率与开采技术、开采方

法、管理水平和资源政策等相关。一般认为 ,企业可

以通过追加投入提高回采率 ,也会因为投机、短期目

标和不良开采行为等造成回采率降低。因此 ,设定

整个开采过程中回采率共调整 n次 ,每次调整幅度

为Δ, 并记回采率提高的概率为 p。

由上可得调整一次的回采率为 :

δ1 = p (δ0 +Δ) + (1 - p) (δ0 - Δ) (5)

由 (5)可推得调整 n次后的回采率 :

δn =δ0 + (2 p - 1) nΔ (6)

根据回采率定义 ,资源有效开采储量可表示为 :

S e0 =δn S 0 = [δ0 + (2 p - 1) nΔ] S0 (7)

由方程 (7)可知 ,资源有效可采储量与参数δ0 ,

p , n ,Δ有关 :

①当 p = 1/ 2时 ,即提高和降低回采率的可能

性相等时 ,资源有效可采储量只与δ0 有关 ,且是δ0

的增函数 ;

②当 p < 1/ 2时 ,资源有效可采储量是δ0 , p的

增函数 ,是 n ,Δ的减函数 ;

③当 p > 1/ 2时 ,资源有效可采储量是δ0 , p ,

n ,Δ的增函数。

214　目标函数

企业以追求利润最大化为目标 ,其利润函数表

示为 :

πt = Pt X t - Ct ( X t ) (8)

因此 ,整个开采过程的目标函数为 :

Ma x∫
T

0
[ Pt X t - Ct ( X t ) ]e- rt dt (9)

215　最优开采模型

将 (2) , (3) , (4)代入 (9) ,并联立 (1) , (7) ,可得

最优开采模型 :

Ma x∫
T

0
( �PX t -

2 + a
2

X2
t ) e- rt dt

S1 T1
ÛS et = - X t

S et ≥0 , S e0 =δn S 0 , S T = 0
(10)

3　结果分析

311　最优开采路径的确定

根据最优控制理论[17 ] ,可以构造优化问题 (10)

的现值哈密尔顿函数为 :

Hc = �PX t -
2 + a

2
X2

t - λt X t (11)

其中 ,λt 为资源的影子价格。

从而可得求解问题的一阶条件与横截条件为 :

ÛS et =
5 Hc

5λt
= - X t (12)

Ûλt = -
5 Hc

5S et
+ rλt = rλt (13)

5 Hc

5 X t
= �P - (2 + a) X t - λt = 0 (14)

[ H t ] t = T = 0 (15)

其中 ,方程 (12) , (13)分别表示资源储量、影子

价格的运动方程。方程 (14)表示优化开采问题 (10)

解存在的一阶条件 (必要性) 。根据前面假设可知目

标函数是凹的 ,确保优化问题 (10)具有唯一解。方

程 (15)是终端时间是自由的横截条件。

由 (14)可得 :

λt = �P - (2 + a) X t (16)

代入 (13) ,得如下微分方程 :

(2 + a) S̈ et - r(2 + a) ÛS et = r�P (17)

结合边界条件 : S e0 = [δ0 + (2 p - 1) nΔ] S0 , S T

= 0。可得 :

λt =
[ �P T - (2 + a) S e0 ] r

e rT - 1
ert (18)

X t =
�P -

[ �PT - (2 + a) S e0 ] r
e rT - 1

ert

2 + a
(19)

根据 X T = 0可知 T是由如下方程决定 :

�Pe - rT 3
= �P + r(2 + a) S e0 - r�P T 3 (20)

令 y1 = �Pe - rT 3
, y2 = �P + r(2 + a) S e0 - r�P T 3 ,

通过图解法可以确定 T 3 的唯一解 (如图 1) 。

图 1　耗竭时间 T 3 的确定

312　数值分析

由 (18) 、(19)可见 ,资源影子价格是有效可采储

量的减函数 ,最优开采量是有效可采储量的增函数 ,

也是调整后回采率的增函数。

文中以煤炭开采为例说明各参数对资源最优开

采的影响。我国煤炭资源储量丰富 ,在所有工业里

一次能源的 70 %左右倚重于它。2005年 4 月开展

的全国煤炭资源回采率专项检查表明 ,2004年全国
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煤矿平均矿井回采率仅为 46 % ,大型、中小型和小

煤矿分别为 48 %、43 %、40 % ,而发达国家平均矿井

回采率达到 70 %以上。

现有煤矿储量 S0 = 10000 , 其它参数分别取 �P
= 500 , r = 011 , a = 015 , 以我国的矿井平均回采

率为初始回采率 ,为了计算方便 ,取δ0 = 45 % ,以发

达国家平均水平为调整上限 ,取 �δn = 70 % , 由于提

高回采率有利于节约资源 ,提高资源的利用率 ,并由

(6)知 , p > 1/ 2。针对不同的调整目标和调整幅度

分析各参数对资源最优开采量及最优耗竭时间的影

响。调整目标取 50 %、55 %、60 %、65 %和 70 % ,调

整幅度取 5 % ,在回采率提高的不同概率下 ,调整次

数、最优开采路径和最优耗竭时间如表 1所示 :

表 1　参数对结果的影响

δn

的
取
值

p的取值

0. 6 0. 7 0. 8 0. 9 1

50 %

55 %

60 %

65 %

70 %

n

T 3

X t

n

T 3

X t

n

T 3

X t

n

T 3

X t

n

T 3

X t

5 2 1 1 1

34

200 - 21 5e011 t

10 5 3 2 2

37

200 - 11 9e011 t

15 7 5 3 3

39

200 - 11 5e011 t

20 10 6 5 4

42

200 - 11 2e011 t

25 12 8 6 5

44

200 - 01 9e011 t

　　类似地 ,可以分析Δ = 10 %等其它情形。

由表 1可知 : (1)当调整的回采率越高时 ,该煤

矿耗竭的时间越长 ,这说明提高回采率可以延长矿

井的服务期限 ; (2)资源的最优开采路径也因回采率

不同而不同 ,高的回采率对应于高的开采量 ,这说明

了提高回采率可以增加每个时期的资源产出量 ,提

高资源的利用率 ; (3)当提高回采率的概率相同时 ,

需要多次调整才能获得高回采率 ,而当提高回采率

的目标一定时 ,调整次数随概率的提高而减少 ; (4)

根据开采路径的表达式可知 ,往往具有较大的初始

开采量 ,如果企业的生产能力有限 ,无法满足初始开

采量 ,则以最大生产能力进行开采 ,直到满足优化值

时 ,再按最优路径开采 ,相反若生产能力过剩 ,则会

按最优开采路径开采 ,这说明了资源开采是依从最

适接近路径 (Mo st rapid approach pat h ,即 MARP)

进行的。

这些结论验证了模型推导所得结论的正确性 ,

也验证了当前政府提高资源回采率政策的有效性。

313　结果讨论

以上结果是基于特殊的假设条件获得的 ,当条

件发生变化 ,结果也会发生相应的变化。

(1)当企业为了保持生产连续时而拥有库存 ,使

得市场不再出清 ,这就需要区分销售与生产两个时

期 ,文中的结论可直接应用于分析销售过程 ,而研究

最优开采需从成本角度入手 ,在资源耗竭理论研究

和实证分析中往往忽视此类问题 ,可能是因为问题

的复杂性 ;运输瓶颈也会使市场出清存在问题 ,在研

究煤炭问题时最为关注的就是运力不足问题 ,除了

加快铁路建设和其它相关制度的建立外 ,还可以针

对当前的运输制约问题 ,合理安排资源开采 ,调整最

优开采行为。

(2)成本函数在资源耗竭理论研究中起到非常

重要的作用。随着技术水平的提高和科技进步 ,勘

探发现更多的储量及新资源 (如海洋资源) ,都会降

低开采成本。而现有研究中成本与储量大小关系并

不明确 ,剩余储量往往也会影响开采成本 ,必然影响

到资源最优开采的研究。

(3)价格接受者及完全竞争市场假设也受到质

疑。将问题推广到垄断市场 ,只需将价格变化为边

际收益 ,最优开采问题就可得到解决 ,而在讨论其它

市场结构 ,如垄断竞争和寡头垄断等 ,还需借助博弈

理论 ,探讨各利益相关者间的战略互动效应 ,使得最

优开采问题更接近实际。

4　结语

可耗竭资源将随着人类的不断开采而最终耗

尽。若过早耗竭 ,即在找到替代资源之前耗竭 ,必然

会影响到社会经济的可持续发展。从提高回采率的

角度研究了资源的有效可采储量 ,探讨储量不确定

下资源的最优开采行为。研究表明 ,资源有效可采

储量和资源耗竭时间随回采率提高而提高及延长 ;

回采率调整次数与提高回采率的可能性有关 ,在概

率一定时 ,高回采率需要进行多次调整 ;当回采率确

定后 ,提高回采率的概率越高 ,需要调整的次数越

少。这些结论是在完全竞争市场中获得 ,也很容易

推广到垄断市场。结论是在 U 型成本和无存货的

假定下得到 ,对回采率的调整成本没有进行分析 ,这

可以包含在对成本函数的进一步讨论中。文中是针

对企业利润最大化展开讨论 ,需拓展到对社会福利

最大化的研究。
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Study of Impact on Optimum Extraction of Exhaustible Resources under Stock Uncertainty

GE Shi2long , ZHOU De2qun , CHEN Hong2tao

(College of Economics and Management , NUAA , Nanjing 210016 ,China)

Abstract : Recovery rate is an important parameter of stock uncertainty. U sing t he probability of improved

recovery rate , t he number and extent of adjustment and t he new recovery rate , recovery rate uncertainty is

described. Then effective recoverable stock is determined. In t he end , t he model of optimal ext raction of

exhaustible resources is built by using t he t heory of optimal cont rol . The expressions of optimal ext raction

path , shadow prices and exhaustible time are received. The result s show t hat : t he higher recovery rate is ,

t he more resources are supplied and t he longer service life of mining area is gained. Also t he resources can

be protected ; higher recovery rate need more f requent to adjust . When probability of improved recovery

rate is high , less f requency of adjust ment is required. And it is p roved in theory t hat t he action to increase

recovery rate is effective.

Key words : exhaustible resources ; recovery rate ; effective stock ; exhaustible time
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